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ANNOTATION:

Ushbu magqolada Shturm- Liuvill operatori parametrlarini
tiklash bilan bog’liq ikkita masala: (A, a,) spectral
berilganlari asosida Shturm- Liuvill operatori parametrlarini
analitiktik usulda tiklash masalasi va shu  spectral
berilganlar asosida natural spektrli yangi (n?, @,) spectral
berilganlarni hosil qilish masalasi muhokama qilinadi.
Ishning ahamiyatli jihati shundaki, klassik masalani
izospektral masalga o‘tkazib o‘rganishda bir qancha
go’shimcha imkoniyatlar kelib chigadi.

KEYWORDS:

Shturm-Liuvill operatori, xos qiymat, xos funksiya, Gelfand-
Levitan integral tenglamasi. teskari masala, spectral
berilganlar.
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Kirish. Berilgan 4, < 4, < 4, < --- 4,, < --- sonlar ketma ketligi quyidagi

Llgx),h,H)y=—-y"+qx)y=24y, (0<x< m) (1.1)
y'(0) —hy(0) =0 y'(m)+ Hy(m) =0 (1.2)

chegaraviy masalaning xos qiymatlari, «g, a1, @,,... ketma ketliklar esa ushbu
masalaning normallovchi sonlari bo‘lsin. Ular uchun quyidagi asimtotika o‘rinli bo‘Isin:

Bu yerda c4, by, by lar berilgan haqiqiy sonlar.

Ushbu shartlarni ganoatlantiruvchi {4;, a;}j2, spectral berilganlarga ko‘ra Shturm-
Liuvill operatori parametrlarini tiklash masalasini Gelfand-Levitan sxemasi bo‘yicha amalga
oshiriladi[ 1], [2]. Bunda quyidagi munosabatlardan foydalaniladi

X

K(x,y)+ F(x,y) + f K(x,s)F(s,y)ds =0 (1.6)
0
q(x) = de—xl{(x, x), h =K(0,0) = —F(0,0) (1.6")

F(x,y) =

COS Sp XCOS S 1 - COS S;, X COS S 2coskxcosk
0 oy _ 1. Z [ K K y) (1.7)
T £ a

(043} k T

Izospektral chegaraviy masalarni o‘rganish mavzusi ham (1.1)-(1.3) chegaraviy
masalalar orasida muhim yo‘nalishlardan biri hisoblanadi [3-8]. Ma’lum shartlarga berilgan
(n?, @,) spectral juftlik asosida (1.1)-(1.3) uchun teskari masalani analitik usulda yechish, bu
yechum asosida esa ko‘pgina matematik fizika masalalarini tahlil qilish imkonini beradi.

2. Masalaning qo‘yilishi. Ushbu maqolada ba’zi shartlarga bo‘ysinuvchi (4, , ay)
spectral berilganlarga ko‘ra (1.1)-(1.3) teskari masalani analitik usulda yechish muammolari
qaraladi. Shuningdek, maqolada ushbu (4,, a,) spektral berilganlar asosida operator
parametrlarini bir xilda tiklaydigan yangi narural spektrli (n?,&,) spectral berilganlarni
qurish masalasi o‘rganiladi

Bu mavzuning dolzarbligi va ushbu yo‘nalishda olib borilgan ishlar tahlilili bilan
A.Xasanov ishlarida tanishish mumkin [4]-[18].

3. Shturm - Liuvill operator paramitrlarin tiklash masalasi

1) Izospektral chegaraviy masalani tiklash algoritmi.

Teorema. Aytaylik {4, @, };—o haqiqiy sonlar ketma-ketilklari (1.1)-(1.2) chegaraviy
masalaning spectral berilganlari bo‘lsin. U holda quyidagicha

is
My =1n5n=0; @, = a,, n=0,1,---,N; dn=5, n>N
aniglangan ketma - ketliklar ham L(q(x, ag, -, ay), h(ag, -+, ay), H(ag, -, aN))

ko‘rinishidagi biror Shturm- Liuvill operatorining spectral berilganlari bo‘ladi. Bu yerda
{a, }_, berligan musbat sonlar. Agar bu masala uchun qurilgan Gelfand-Levitan integral
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tenglamasi yechimini shartli ravishda K, (x,t) deb olsak, u holda K, (m, t) uchun quyidagi
tenglik o‘rinli bo‘ladi[4]

K,(m,y) = —%(1 —%) —%Z(l —%an) cos(ny) (3.1

2) Berilgan aniqlikda Shturm - Liuvill operator paramitrlarin tiklash masalasi

Teorema. Aytaylik {4, @, };—o haqiqiy sonlar ketma-ketilklari (1.1)-(1.2) chegaraviy
masalaning spectral berilganlari bo‘lsin. Bu ketma-ketlik elementlaridan dastlabki N tasining
giymatlari ma’lum, qolgan elementlar uchun quyidaqi

5 T
ln=n,an=z, n > N.

munosabat o‘rinli bo‘lsa u holda ushbu shartlar bilan aniglangan ketma-ketliklar
yordamida (1.1)-(1.3) operator parametrlarini analitik aniqlash mumkin.
Isbot.. Teorema shartiga e’tibor qilinsa (1.4) asimptotikada qatnashayotgan c,, ¢, ...
koeftisientlarning nolga tengligi kelib chiqadi. Bundan n > N dan boshlab
cos(spx) cos(s,y) = cos nx cosny
tenglik o‘rinli ekanligigi hisobga olinsa (1.7) yadrosi quyidagi chekli yig‘indi
ko‘rinishiga keladi

N
cos spxcossyy 1 4 z [cos sgxcoss,y 2coskxcos ky)]
[ a I
k=1 k

F(x,y) = (3.2)

Bu esa (1.6) integral tenglamani o‘zgaruvchilari ajralgan yadroli integral tenglama
sifatida yechish imkonini beradi. Integral tenglamaga (3.2) yadroni qo‘yib, ba’zi shakl
almashtirishlardan so‘ng K (x, y) uchun quyidagilarga ega bo‘lamiz:

Shunday qilib K(x, y) uchun quyidagi tenglikga ega bo‘ldik

N N
P(x,0) 2 o (x, 5)
K(x,y) = +— ) Y(x,k)cos ky — cos s,y (3.3)

24

A (047

Bu yerda

X

Y(x,n) = cos(nx) + f K(x,t) cos(nt)dt ¢(x,s,)

0
x

= cos(s,x) + f K(x,t) cos(s,t) dt,

0
Topilgan K (x,y) ni (3.4), (3.5) tengliklarga qoyib ¥ (x,n), ¢(x,s,) larga nisbatan

quyidagi tenglamalar sistemasini hosil qilamiz
P(x,0)

Y(x,n) = cos(nx) + -

X X

2
fcosnt dt+; Y(x, k)jcos kt cosntdt +
0 0

k=0, k#n

@ (x, i)
[24%

X N X
2
+ ;w(x, n) f cos’*ntdt — Z f cos syt dt cosnt (3.4)
0 k=0 0

X

N x
x,0 2
p(x,s,) = cos(s,x) + lp(ﬂ )jcos s,tdt + Ez Y(x, k) j cos kt cos s,tdt —
0 k=1 0
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o (x, Sn)fCOS s, tdt — Z o(x, Sk)fCOS(Skt) cos(spt)dt  (3.5)

k=0, k*n
Bu tengliklarni x = m nuqtada garab, kelgusida foydalan1lad1gan ba’zi muhim
tengliklarni keltirib chigaramiz.
a) Agar (3.6)-(3.7) tengliklardagi x o‘zgaruvchi o‘rniga m qiymatni qo‘ysak
quy1dag1 tenghklarga ega bo‘lamiz.

Z(p(n - f cos(sgt) dt = 1, Z‘”(’ff") j cos(sgt) cos(nt) dt = (=1)" (3.6)
k=0 k

0
Topllgan (3.13), (3.14) tengliklarning x = m nuqtadagi qiyma’larini o‘rganamiz.
Buning uchun quyidagi limitlarni hisoblaymiz

N N x
_ 2 o(x,sy) s
Y(m, 0) —xg;n 1+ ;Z Y(x, k) f cos kt dt — Z a j cos(s,t) dt (ﬂ — x)
k=1 0 k=0 0
(x,0) 2 % ;
Y(m,n) = lim|cos(nx) + v ):T' j cosntdt + p- Z Y(x, k) j cos kt cosnt dt —
X—oT
0 k=1, 0

k+n
X

N x
X, S 2
— Z (6 5i) f cos(s,t) cos(nt)dt| /| 1 — —f cos’ntdt
o~ (4% . T

0
Bu limitlarni (3.9), (3.10) tenglikdan foydalanib hisoblasak har ikkalasi uchun bir hil
natija, quyidagi tenglik kelib chiqadi.

1/1(71 0)

—Z Y (-1

Z QD(T[ Sk) cos s, Z @' (m, Sk)fCOSSktdt (3.7)

Agar (1. 3) (3 9) tenghklarm h1s0bga olib (3. 16) da elementar shak almashtirishlardan
so‘ng quydagi tenglikka ega bo lamiz.

G 0)+ Z¢( O (=1)k = Z"’(’T S cos(sy) — H (3.8)

Yuqoridagi (3 3) tenghk bllan aniglangan K (x y) ni x = y = 7 nuqtadagi qiymatlari
va (3.17) tengliklarni sohshtlrsak ulardan quyidagi

= Z <P(ﬂ Sk) o l/)(n 0)

K(m,m) = —H,

mSy) =

muhim tenghklarm olamlz Teorema isbotlandi.

3) Berilgan {;, a;}Y, spectral juftlik orqali yangi (n?, @&,,) spectral
berilganlarni qurish masalasi

Gelfand -Levitan integral tenglamasinining (3.3) formula bilan aniglangan K (x, y)
yechimini x =  nuqtada qaraymiz va uni shartli ravis quyidagicha belgilaymiz

——Zm OEDE (39)
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K (m,y) == += Zl/)k cos ky — ka cos sy (3.10)

Ushbu tasdiq o‘rinli: Yuqorlda (3.1)va(3. 19) formulalar bilan aniqlangan K, (x, t) va
K, (x,t) funksiyalar (1.1)-(1.3) chegaraviy masalaning parametrlarini bir xilda aniqlashi
uchun (3.1) tenglikda qatnashayotgan {a,, }_, sonlarni {4;, @;})_, sonlar o‘rqali quyidagicha

tanlash zarur
2

4o = 2y — w2 + 7, a, = (g)zlljn - (g) +g, n=12.,N (311)

Bu yerda y,, = y,, (7, n) yuqoridagi (3.12) sistemadan aniqlanadi.

Yugqorida K, (7, t), K, (1, t) funksiyalar uchun berilgan (3.1), (3.19) tengliklar o‘rinli
deb faraz qilaylik. U holda K, (m,t) va K, (m,t) funksiyalar h, H va q(x) parametrlarni bir
xilda aniqlashi uchun {a,}_, sonlarini shunday tanlaylikki, [0, 7] oraligda bu ikki

funksiyalar uchun o‘rtacha kvadratik farq minimumga erishsin. Quidagi belgilashni kiritamiz
2

n N
I(ay, ay, ..., ay) = j %(1 - %) + %Z (1 - %an) cos(nt) — K, (m,t) | dt
0 n=1
Bu tenglikka minimum beradigan a, sonlarni topish uchun ay, a4, ...,ay larga
nisbatan quyidagi
a 0 a a
da,  0ay, 7 Oa,

tegnlamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemani yechsak {a,}N_, va {1;, a;}\,
spectral berilganlar o‘rtasidagi (3.20) munosabatlar hosil bo‘ladi. E’tiborli jihati shundaki,
(3.20) tenglik bilan aniglangan a, sonlarni aniqlashda barcha A4, 44, 4,,...4,, ... va
Qg, A1, A, ... berilgan sonlar qatnashgan, vya’ni topilgan har bir a, barcha
{4, ;3\, juftliklarni o‘ziga singdirgan. Teorema isbotlandi.

Shunday qilib yetarli katta N dan boshlab

_ 2 _r
/ln—n,an—z, n > N.

shartni qanoatlantiruvchi 4y < 4y < A, <A, <+, @y, Ay, Ay, ... sonlar ketma
ketligi yordamida (1.1)-(1.3) teskari masalaning barcha parametrlarini quyidagi tengliklar
orqgali aniglanadi

1 1 w1
h = K(0,0) =_F(0'0)=;_a_+z<a_k__ jq(t)dt—ZK(x x) =
O k=1
1/J(x 0 —Zt/)(x k) cos ky — Z(p( Sk)cossky 0<x<m,
‘”(” P O)——Zw( -1

Bunda yuqorlda keltlrllgan (1.6), (1.7), (3.2), (3. 3) (3 13), (3.14), (3.15), (3,19)
tengliklardan foydalaniladi. Bu topilganlarga qo‘shimcha ravishda
T N

f q(t)dt = =2(h+ H), q(0)+q(n) = ALZ(/L,l —n?) + 2(H? + h?)
0 k=1
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nengliklarni ham keltirish mumkin.
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